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Аннотация
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1 Введение
Пусть Tn = Tn(C) есть множество тригонометрических полиномов

fn(t) =
a0
2

+

n∑
k=1

(ak cos kt+ bk sin kt) (1)

порядка n > 1 с коэффициентами из поля C комплексных чисел. Для параметра p, удовлетворяющего
условию 0 6 p 6 +∞, определим на Tn функционал ‖ · ‖p соотношениями

‖fn‖p =

 1

2π

2π∫
0

|fn(t)|pdt


1
p

, 0 < p <∞,

‖fn‖∞ = ‖fn‖C2π
= lim
p→+∞

‖fn‖p = max{|fn(t)| : t ∈ R},

‖fn‖0 = lim
p→+0

‖fn‖p = exp

 1

2π

2π∫
0

ln |fn(t)|dt

 ;

лишь при 1 6 p 6∞ этот функционал является нормой.
Дробной производной (производной Вейля) порядка α ∈ R, α > 0, полинома (1) называется полином

Dαfn(t) =

n∑
k=1

kα
(
ak cos

(
kt+

πα

2

)
+ bk sin

(
kt+

πα

2

))
. (2)
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Для натуральных значений α дробная производная совпадает с классической: Dαfn = f
(α)
n . Богатую ин-

формацию о дробных производных и интегралах можно найти в монографии [15].
Формулой (2) определен линейный оператор на множестве Tn. Оператор (2) есть оператор свертки

Dαfn(t) =
1

π

π∫
−π

fn(t− u)Dαn(u)du,

ядро которого есть производная порядка α ядра Дирихле:

Dαn(u) =

n∑
k=1

kα cos
(
ku+

πα

2

)
= DαDn(u), Dn(u) =

1

2
+

n∑
k=1

cos ku.

Обозначим через Bαn (p) наименьшую возможную (наилучшую) константу в неравенстве

‖Dαfn‖p ≤ Bαn (p) ‖fn‖p, fn ∈ Tn, (3)

называемом неравенством Берштейна. Величину Bαn (p) можно интерпретировать как норму оператора Dα

на пространстве Tn относительно функционала ‖ · ‖p; для нее имеет место формула

Bαn (p) = sup{‖Dαfn‖p : ‖fn‖p 6 1, fn ∈ Tn}. (4)

Неравенствам (3) посвящено большое число работ; наиболее полно они изучены при 1 6 p 6∞ для α > 1
и особенно для натуральных α (см. работы [21, 5, 16, 6, 17] и приведенную там библиографию). Отметим
лишь некоторые известные факты в этой тематике, возможно, и не в хронологическом порядке. Поскольку
оператор (2) есть оператор свертки, то

Bαn (p) 6 Bαn (∞), 1 6 p <∞ (5)

Bαn (p) 6 Bαn (0), 0 6 p 6∞;

первое неравенство хорошо известно, второе доказано в [3] для более общей ситуации.
При 1 6 p 6∞ для α > 1 справедливо неравенство

‖f (α)n ‖p 6 nα‖fn‖p, fn ∈ Tn(C). (6)

Это неравенство точное и обращается в равенство лишь на полиномах aeint + be−int, a, b ∈ C; так что
Bαn (p) = nα, если 1 6 p 6∞, α > 1. Наиболее известным здесь является неравенство Бернштейна

‖f ′n‖C2π
6 n‖fn‖C2π

, fn ∈ Tn(R), (7)

в равномерной норме (т. е. при p = ∞) на множестве Tn(R) вещественных тригонометрических полино-
мов. С.Н. Бернштейн [20] получил в 1912 году неравенство (7) с константой n для нечетных и четных
тригонометрических полиномов и, как следствие, с константой 2n на классе всех полиномов из Tn(R). В
переиздании [8] работы [20] в собрании сочинений С.Н. Бернштейна приведено неравенство (7) на всем
классе Tn(R) тригонометрических полиномов с вещественными коэффициентами. В авторских коммен-
тариях [7, п. 3.4] к работе [8] С.Н. Бернштейн пишет, что приведенный в [8] вывод, показывающий, что
общее неравенство является элементарным следствием того же неравенства для суммы синусов, сообщен
ему Э. Ландау вскоре после появления диссертации [20] и впервые был опубликован в [19, § 10]. В 1914 г.
М. Рисс [23, 22] (см. также, к примеру, [10, гл. 10]) получил неравенство (7) с наилучшей константой n с
помощью известной интерполяционной формулы Рисса для производной тригонометрического полинома;
это доказательство дает неравенство (7) уже на множестве Tn(C) тригонометрических полиномов с ком-
плексными коэффициентами. В 1933 г. А. Зигмунд с помощью интерполяционной формулы Рисса доказал
(см. [10, гл. 10]) неравенство Бернштейна

‖f ′n‖p 6 n‖fn‖p, fn ∈ Tn(C),

в пространствах Lp, p > 1; отсюда следует, что при 1 6 p 6 +∞ для любых натуральных n и α имеет место
неравенство (6). В случае 0 6 p < 1, α ∈ N неравенство (6) в 1979 году получил (иным путем) В.В. Арестов
[1, 2]. При 1 6 p 6∞ для вещественных α > 1 неравенство (6) обосновал П.И. Лизоркин [12].
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Для значений 0 6 α < 1 неравенство (3) изучено существенно хуже. Т. Банг [18], а позже С.П. Гейсберг
[9] (см. [15, теорема 19.10 и примечания к § 19, п. 8]) показали, что при 0 6 α < 1 справедливы оценки

nα 6 Bαn (∞) 6
21−αnα

Γ(2− α)
6 2nα.

Г. Вилмес получил [24] более точную оценку сверху

Bαn (∞) 6 21−αnα, 0 < α < 1.

Отсюда в силу (5) следует, что при 1 6 p 6∞ справедливы оценки

nα 6 Bαn (p) 6 21−αnα, 0 < α < 1.

При 0 6 p < 1 для значений 0 6 α < 1 величина (4), насколько нам известно, не изучалась. Полином
fn(t) = cosnt дает оценку Bαn (p) > nα. Однако эта оценка, скорее всего, грубая. Автору удалось [11]
получить двусторонние оценки для константы B0

n(0); а именно, для n > 1 выполняются неравенства

1

4
Cn2n 6 B

0
n(0) 6 2Cn−12n .

Последнее утверждение дает порядок поведения B0
n(0) по n при n→∞. В самом деле, воспользовавшись

известной формулой Стирлинга

n! ≈
√

2πn

(
n

e

)n
, n→ +∞,

находим

Cn2n =
(2n)!

n!n!
≈

√
2π · 2n

(
2n

e

)2n

√
(2π)

2
n2

(
n

e

)2n =
4n
√
πn

.

Здесь символ ≈ означает, что отношение двух величин стремится к 1 при n → ∞. Аналогично находим,

что Cn−12n ≈
4n
√
πn

. Поэтому для величины B0
n(0) справедливо следующее порядковое соотношение:

B0
n(0) ∼ 4n√

πn
, n→∞.

Таким образом, величина B0
n(0) имеет по n экспоненциальный рост.

В данной работе изучается величина Bαn (0) для 0 < α < 1 и будет доказано следующее утверждение.

Tеорема 1 Для n > 1 при

0 6 α 6
1

ln 2
· ln

n+ 2

n− 1
(8)

справедливы неравенства
nα 6 Bαn (0) 6 2Cn−12n . (9)

Хорошую оценку снизу величины Bαn (0) для 0 < α < 1 автору пока получить не удалось. Вычисления
на компьютере показывают, что при достаточно малых α имеет место оценка

Bαn (0) > Cn−12n γ(n, α),

где γ(n, α) — величина, близкая к 1.
Доказательство теоремы 1 будет осуществлено в следующем параграфе в несколько этапов.
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2 Исследование величины Bα
n(0) для малых α

2.1 Некоторые известные результаты

Пусть Pm есть множество алгебраических многочленов с комплексными коэффициентами степени (не
выше) m. Рассмотрим на множестве Pm функционал

‖Pm‖0 = exp

 1

2π

π∫
−π

ln
∣∣Pm (eit)∣∣ dt

 , Pm ∈Pm.

Хорошо известно (см. библиографию в [4]), что если многочлен

Pm (z) = cm

m∏
k=1

(z − zk)

имеет отличный от нуля старший коэффициент cm и z1, z2, . . . , zm — его корни, то

‖Pm‖0 = |cm|
m∏
k=1

max (1, |zk|) . (10)

Многочлен Pm ∈Pm удобно записывать в виде

Pm(z) =

m∑
k=0

Ckmckz
k. (11)

Пусть

Λm(z) =

m∑
k=0

Ckmλkz
k (12)

есть еще один многочлен из Pm. Многочлен

ΛmPm(z) =

m∑
k=0

Ckmλkckz
k (13)

называют композицией Сеге многочленов (12) и (11); см. библиографию в [2]. При фиксированном много-
члене Λm формула (13) задает линейный оператор в Pm, который удобно обозначать теми же символа-
ми Λm. Для композиции Сеге справедливо [3] точное неравенство

‖ΛmPm‖0 6 ‖Λm‖0 ‖Pm‖0 ,

которое на многочлене

Pm(z) =

m∑
k=0

Ckmz
k = (1 + z)m

обращается в равенство.
Формула

P2n

(
eit
)

= eintfn (t) (14)

устанавливает взаимно однозначное соответствие между множеством Tn тригонометрических полиномов
fn порядка n и множеством P2n алгебраических многочленов P2n степени 2n; при этом, очевидно,

‖P2n‖0 = exp

 1

2π

π∫
−π

ln |fn(t)| dt

 = ‖fn‖0 .

Убедимся, что оператору (2) во множестве Tn соответствует в P2n оператор композиции Сеге. Действи-
тельно, пусть fn ∈ Tn и gn = Dαfn. Сопоставим этим тригонометрическим полиномам по формуле (14)
алгебраические многочлены P2n и Q2n такие, что

P2n

(
eit
)

= eintfn (t) , Q2n

(
eit
)

= eintDαfn (t) .
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Исходя из представления (1) полинома fn, получаем следующие явные выражения многочленов P2n и Q2n:

P2n(z) =

n∑
k=1

ak + ibk

2
zn−k +

a0

2
zn +

n∑
k=1

ak − ibk
2

zn+k,

Q2n(z) = e−iπα/2
n∑
k=1

ak + ibk

2
kαzn−k + eiπα/2

n∑
k=1

ak − ibk
2

kαzn+k.

Нетрудно видеть, что Q2n есть композиция Λα2nP2n многочлена P2n и многочлена

Λα2n(z) =

n−1∑
k=0

Ck2n(n− k)α
(
e−iπα/2zk + eiπα/2z2n−k

)
. (15)

Таким образом, неравенство (3) эквивалентно неравенству

‖Λα2nP2n‖0 6 B
α
n (0) ‖P2n‖0 , P2n ∈P2n.

Приведенные только что рассуждения влекут такое утверждение.
При n > 1 для величины Bαn (0) имеет место формула

Bαn (0) = ‖Λα2n‖0

и на полиноме cos2n (t/2) неравенство (3) обращается в равенство. Поскольку неравенство (3) обращается
в равенство на вещественном тригонометрическом полиноме, то оно является точным как на множестве
полиномов с комплексными коэффициентами, так и с вещественными.

В дальнейшем изучается именно величина ‖Λα2n‖0 для многочлена (15).

2.2 Вспомогательные результаты

Следующее утверждение легко вытекает из известных фактов. Однако для полноты изложения мы
приведем его доказательство.

Лемма 1 Если коэффициенты алгебраического многочлена

F (z) =

n∑
k=0

akz
k

действительны, неотрицательны и не возрастают: a0 > a1 > . . . > an−1 > an > 0, то

‖F‖0 = a0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Убедимся, что многочлен F не может иметь корней, по модулю меньших 1
(подобное утверждение см. в [13, гл. 8, § 2]). Запишем многочлен F в виде

F (z) = (a0 − a1) +

+ (a1 − a2) (1 + z) +

+ (a2 − a3)
(
1 + z + z2

)
+ . . .+

+ (an−1 − an)
(
1 + z + . . .+ zn−1

)
+

+ an
(
1 + z + . . .+ zn−1 + zn

)
.

Положим ak − ak+1 = bk (k 6= n) , an = bn; поскольку коэффициенты многочлена не возрастают, то все bk
неотрицательные. Из полученного представления следует, что

F (z) (1− z) =

n∑
k=0

bk
(
1− zk+1

)
.
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Если |z| < 1, то точка 1− zk+1 лежит в открытом круге |z − 1| < 1. Поэтому Re
(
1− zk+1

)
> 0 и, следова-

тельно,

Re (F (z) (1− z)) =

n∑
k=0

bk · Re
(
1− zk+1

)
> 0.

Таким образом, действительно, многочлен F не имеет корней, по модулю меньших 1. Согласно форму-
ле (10), будем иметь

‖F‖0 = an

n∏
k=1

|zk| = a0,

где {zk}nk=1 — корни F . Лемма доказана. �

Следствие. Если коэффициенты многочлена F (z) =
n∑
k=0

akz
k действительны, неотрицательны и не

убывают, то
‖F‖0 = an.

Для доказательства достаточно применить лемму 1 к многочлену znF (1/z).

Лемма 2 Если многочлен P2n(z) представим в виде

P2n(z) = F (z) + z2nF

(
1

z

)
,

где F (z) — многочлен степени не выше 2n, то справедливо неравенство

‖P2n‖0 6 2 ‖F‖0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. На единичной окружности имеем∣∣P2n

(
eit
)∣∣ =

∣∣∣eint (e−intF (eit)+ eintF (eit)
)∣∣∣ = 2

∣∣Re
(
e−intF

(
eit
))∣∣ 6 2

∣∣F (eit)∣∣ .
Следовательно, ‖P2n‖0 6 2 ‖F‖0 . Лемма 2 доказана. �

2.3 Оценка сверху в теореме 1

Многочлен Λα2n, определенный формулой (15), удовлетворяет условию леммы 2, при этом

Fα(z) = e−iπα/2
n−1∑
k=0

Ck2n(n− k)αzk.

Поэтому
‖Λα2n‖0 6 2 ‖Fα‖0 .

Убедимся, что в условиях теоремы 1 все корни многочлена Fα по модулю не больше 1; в этом случае в
соответствии с формулой (10) будем иметь

‖Fα‖0 = Cn−12n . (16)

Для этого достаточно, чтобы многочлен Fα с точностью до постоянного множителя удовлетворял условиям
следствия из леммы 1 (имела место монотонность коэффициентов). Монотонность (а точнее, неубывание)
коэффициентов означает выполнение неравенств

Ck2n (n− k)
α 6 Ck+1

2n (n− k − 1)
α

для всех k = 0, 1, . . . , n− 2. Эти неравенства равносильны тому, что(
1 +

1

n− k − 1

)α
6

2n− k
k + 1
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или

α 6
ln

2n− k
k + 1

ln

(
1 +

1

n− k − 1

) .
Последняя дробь убывает по k. Взяв k = n− 2, как раз и получим ограничение (8) на α.

Итак, действительно, в условиях теоремы 1 имеет место (16). Оценка сверху в теореме 1 доказана. �

2.4 Оценка снизу

Для полинома cn(t) = cosnt согласно формуле (2) имеем Dαcn(t) = nα cos
(
nt+ πα

2

)
. Подставив полином

cosnt в неравенство (3), получаем оценку Bαn (p) > nα при всех α > 0, 0 6 p 6∞. В частности, справедливо
первое неравенство в (9).

Итак, при выполнении условия (8) выполняются оба неравенства (9). Тем самым теорема 1 полностью
доказана. �
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Two-sided estimates are obtained for the best constant in the Bernstein inequality for fractional derivatives
of small order of trigonometric polynomials in L0.
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